MINISTERUL EDUCATIEI Societatea de Stiinte Matematice
din Romania

Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa Judeteani/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2024

CLASA a V-a

Problema 1. Putem aranja primele 49 de numere naturale nenule pe o
tabld 7 x 7, astfel incét fiecare patrat al tablei si contind cite un numar si
orice doua numere prime sa nu fie vecine?

Spunem ca doud numere de pe tabla sunt wvecine dacid sunt situate in
patrate diferite care au o laturd comuni sau un varf comun.

Gazeta Matematica

Problema 2. Pe o tablid sunt scrise toate numerele naturale de la 1 la
2025. Trei prietene coloreaza numerele dupd cum urmeazi: Alexia.coloreazi
cu rosu numerele 1 si 2, apoi Bianca coloreazi cu galben numerele 3, 4
si 5, iar Cristina coloreaza cu albastru numerele 6, 7, 8 si 9; procedeul se
repeta: Alexia coloreaza cu rosu urmétoarele doua numere, Bianca coloreazi
cu galben urmatoarele trei numere, iar Cristina coloreazi cu albastru cele
patru numere care urmeaza. Prietenele continua sa coloreze pana cand toate
numerele sunt colorate.

a) Stabiliti ce culoare va avea numirul 2024.

b) Determinati cel mai mic numar natural n cu proprietatea ca, dupé ce
au fost colorate n numere, suma numerelor care au fost colorate cu galben
este mai mare decéit 2024.

Problema 3. Aratati ca:

a) exista o infinitate de numere naturale n astfel incat numéarul 2 - n este
patrat perfect, iar numarul 3 - n este cub perfect;

b) nu existd niciun numar natural m astfel incat numérul 2 + m si fie
patrat perfect, iar numarul 3 - m sa fie cub perfect.

Problema 4. Vom spune c¢i un numar natural n > 5 se numeste special
dacd, oricum am lua 5 numere distincte dintre numerele 1,2,3,...,n, existd
printre ele 4 numere distincte a, b, ¢, d astfel incat a + b = ¢+ d.

a) Aratati cd n = 6 este special.

b) Determinati toate numerele speciale.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notatd cu 7 puncte.
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CLASA a VI-a

Problema 1. Determinati numerele naturale z,y, z pentru care are loc relatia

2% -2V — 2% = 1023.

Problema 2. a) Aratati ca numerele 12n+ 13 si 13n+ 14 sunt prime intre ele, pentru
orice numar natural n.

b) Determinati numarul perechilor (a,b) de numere naturale pentru care existd un

numar natural n astfel incat e M si 17a + 19b < 2024.
b 13n+14°

Gazeta Matematicd

Problema 3. Spunem ca numerele naturale nenule m si n au proprietatea P daci
pentru orice divizor d; al lui m si orice divizor d, al lui n, numérul d; + d, este prim.

a) Aratati ca dacd m si n au proprietatea P si sunt diferite, atunci numarul m + n
este impar.

b) Determinati perechile (m,n) de numere naturale, cu m < n, care au proprietatea

P

Problema 4. Se considera triunghiul ABC' cu <BAC = 54° si <ACB = 45°. Fie
punctele D pe segmentul BC si E pe segmentul AD astfel incat AD = AB si BE = BD.
Not&m cu F intersectia dintre BE si AC, si fie DM bisectoarea unghiului <ADF, unde
M € AC. Perpendiculara dusa din C' pe AB intersecteaza DM in G.

Aratati ca:

a) triunghiul ABF este isoscel;

b) CG = CM.

Timp de lucru 8 ore.
Fiecare problema este notatd cu 7 puncte.



AINISTERUL EDUCATIEL Societatea de Stiinte Matematice
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Olimpiada Nationala de Matematica
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CLASA a VII-a

Problema 1. Fie ABCD un patrat, M mijlocul laturii AD, T intersectia dreptelor
BM si CD, iar CP L BM, P € MB. Perpendiculara dusa prin punctul A pe dreapta
AP intersecteaza dreapta BM in punctul Q. Aratati ca:

a) SAPQ = 4PCQ = 45°.

b) PQ =T = PC.,

Gazeta Matematica

Problema 2. Se considera doua multimi A si B de numere reale care au proprietatile:
a) 0 € 4;

b) Daca 1+ z € A, atunci V1 + z + 22 € B;

c) Dacd vz? —x + 1 € B, atunci 2 + z € A.

Aritati ca v/3,/13, /31 sunt elemente ale multimii B si 2024 € A.

Problema 3. Un numar natural n > 2 se numeste special daca exista n numere
naturale impare a caror suma este egala cu produsul lor.

a) Aratati ca 5 este un numar special.

b) Determinati cate numere speciale contine multimea {2,3,...,2024}.

Problema 4. Se considera un paralelogram ABCD si punctele M pe latura DC, E

, ; o .CM EN
si N pe diagonala AC, astfel incat BE 1 AC si oD =~ BA'
Aratati ca, daca M N si NB sunt perpendiculare, atunci ABCD este dreptunghi.

Timp de lucru 8 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a VIII-a
Problema 1. Se considera numerele reale nenule a si b, astfel incét
3 (a® + %) = a2 (a2 + 9) .
Demonstrati ca cel putin unul dintre numerele a si b este irational.

Problema 2. Se considera piramida patrulatera regulatda VABCD, cu
baza ABCD si punctele M, N si P, mijloacele muchiilor AD, BC, respectiv
V' A. Demonstrati ca unghiul dreptei C'P cu planul (BAD) are méasura de
45° daca si numai daca unghiul dreptei CP cu planul (VMN) are masura
de 30°. -

Gazeta Matematica

Problema 3. Determinati numerele reale x si y care verifica simultan
conditiile:

(i) z > 2y°

(ii) y > 22°

(iii) numarul 8(x — y) este intreg.

Problema 4. Daca m este un numar natural nenul, notdm cu S(m) suma
divizorilor naturali ai lui m, iar daca n si p sunt numerele naturale nenule,
notam cu C(n,p) suma céaturilor impartirilor lui n la divizorii naturali ai lui
p (de exemplu, C(18,10) =18+ 9+ 3+ 1 = 31).

Fie a si b doua numere naturale nenule.

a) Demonstrati ca, daca S(a) = C(a,b) si S(b) = C(b,a), atunci a = b.

b) Este totdeauna adevarat ca, dacid S(a) + S(b) = C(a,b) + C(b,a),
atunci a = b7

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notatda cu 7 puncte.
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CLASA a IX-a

Problema 1. Fie patrulaterul convex ABCD, ale cédrui diagonale se intersecteaza
in punctul O. Daca E + E + fT& = B? + 1%’ + O_C}, aratati ca ABCD este un
paralelogram.

Gazeta M atematica

Problema 2. Se considera sirul (a,),>; definit prin a; = % $i2n - ape = (n+ 1a,,
oricare ar fi numarul natural nenul n.

a) Stabiliti formula termenului general a, al sirului, unde n este un numir natural
nenul.

b) Dacd b, = a1 + az + ... + a,, aratati cd numerele {b,}, {bn+1} si {bys2} nu pot fi
termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice pentru niciun numaéar natural nenul n.

(Am notat cu {z} partea fractionara a numarului real z.)

Problema 3. Se considerd numarul natural compus nsi 1l =d; < dy < d3 < ... <

dy = n divizorii naturali ai lui n, unde k > 3. Daci toate ecuatiile d;;22* —2d; ;17 +d; = 0,

unde 7 € {1,2,....,k — 2}, au solutii reale, aritati ci existd un numir prim p astfel incat
k—1
g,

Problema 4. Fie H ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC' si X mijlocul laturii
BC. Perpendiculara in H pe HX taie laturile (AB) si (AC) in punctele Y respectiv
Z. Notam cu O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si cu O centrul cercului
circumscris triunghiului BHC.

a) Aratati ca HY = HZ.

b) Demonstrati ca ay + A_Z) = 2(%)’.

Timp de lucru & ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a X-a

Problema 1. Fie a,b € R, a > 1, b > 0. Determinati cea mai mica valoare posibila
a numarului real a pentru care:

(@+b)*>a"+b, Vz>a.

Problema 2. Fie ABC un triunghi inscris in cercul C de centru O si raza 1. Pentru
orice M € C\ {A, B,C}, notam s(M) = OH} + OHZ + OH2, unde Hl, H,, Hj; sunt
ortocentrele trlunghlurllor MAB, MBC, respectiv MCA.

a) Demonstrati ca daca trlunghlul ABC este echilateral, atunci s(M) = 6 or1care ar
fiMeC\{A B, C }.

b) Demonstrati ca daca exista trei puncte distincte My, My, M3 € C\ {A, B, C} astfel
incat s(M;) = S(Mz) = s(Ms3), atunci triunghiul ABC este echilateral.

Gazeta Matematica

Problema 3. Fie a,b, ¢ numere complexe nenule de acelasi modul pentru care nu-
merele A = a+ b+ c si B = abc sunt reale. Demonstrati ca, pentru orice numar natural
n, numarul C,, = a™ + b™ + " este real.

Problema 4. Fie n € N*. Determinati functiile f : R — R care verifica:

flz+y") = f(f(@) + " ),

pentru orice z,y € R si pentru care ecuatia f(z) = 0 are solutie unica.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notatd cu 7 puncte.
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CLASA a XI-a

Problema 1. Se considerd matricea X € M,(C) astfel incat X9 = X222, Demonstrati

cd X3 = X2
Gazeta Matematicd

Problema 2. Fie un numair natural p > 2. Aritati ca sirul (z,)n>1, definit prin
r; = a > 0 gi relatia de recurentd z,.; = =, + rﬂ] , n € N* este convergent si

n
determinati limita sa in functie de valorile parametrului a. Notatie: [z] reprezintd partea
intreaga a numarului real z.

Problema 3. Fie A € M,(C) cu proprietatea AT = —A, unde A7 este transpusa
matricei A.

a) Dacd A € M,(R) si A?> = O, aritati cd A = O,.

b) Daca n este un numar natural impar si exista B € M, (C) astfel incat matricea A
este adjuncta matricei B, aritati ci A% = O,.

Problema 4. Fie functiile f,g : R — R, unde f este continua. Presupunem ca,
pentru oricare numere reale ¢ < b < ¢, exista un sir (z,),>1 convergent la b pentru care
exista lim g(z,) si are loc relatia

n—oo

fla) < Jim g(ax) < £(0).

a) Dati un exemplu de astfel de functii, pentru care g este discontinua in orice punct
real.
b) Aratati ca, dacad g este monotona, atunci f = g.

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XII-a

Problema 1. Determinati numerele naturale n, cu n € N, n > 2, pentru care ecuatia
?-3.2+5=0

are o unica solutie in inelul (Z,, +, -).

Gazeta Matematica

1
Problema 2. Fie f :[0,1] — (0, 00) o functie continui pe [0,1], iar A = /f(t) dt.
0 T
a) Aratati ca functia F : [0,1] — [0, A], definitd pentru orice z € [0,1] prin #'(z) = / f(t)dt,
este inversabila, cu inversa derivabila. ' ’
b) Aritati ca existd o unica functie g : [0,1] — [0, 1], astfel incat egalitatea

x 1
| roa= [ s 1)
0 g9(z)
sd aiba loc pentru orice z € [0, 1].
c) Aratati ca exista ¢ € [0, 1] pentru care lim m = —1, unde g este functia unic determinata

z—c I —C

de relatia (1).

Problema 3. Fie k € N*. Spunem ca inelul (A, +,-) are proprietatea C'P(k), daca pentru
orice a,b € A exista c € A, astfel incat a* = b* + cF.

a) Dati un exemplu de inel finit (A, +,), care nu are proprietatea C'P(k) pentru niciun numér
natural k, cu k > 2.

b) Fien € N, n > 3, iar M(n) = {m € N*|(Z,,+,) are proprietatea CP(m)}. Demonstrati ca
M (n) este un monoid in raport cu operatia de inmultire, inclus in multimea 2 - N+ 1 a numerelor
naturale impare.

Problema 4. Fie f : [0,00) — R o functie derivabild, cu derivata continué, astfel incét
f(0) =0, iar 0 < f'(z) <1 pentru orice z > 0. Demonstrati c

a a 2
/ f@R)dt < (n+1)- (/ f@" dt) : pentru orice a > 0 si orice n € N*,
0 0

Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



